Die Periodieitätsmoduln 
der 
Abel’schen Integrale erster Gattung als Funetionen eines 
Parameters aufgefasst für den Fall einer Riemann’schen 
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Einen speciellen Fall der vorgelegten Aufgabe hat Herr 
Fuchs!) behandelt in seiner berühmten Arbeit: „Die Periodicitäts- 
moduln der hyperelliptischen Integrale als Functionen eines Para- 
meters aufgefasst“. 

Die in dieser Arbeit von Herrn Fuchs angewandten Methoden 
lassen sich vollständig auch auf den Fall einer allgemeinen bi- 
nomischen Gleichung anwenden. Dies zu zeigen ist der Zweck 
vorliegender Abhandlung. 

Die hauptsächlichsten Resultate, wie sie von Herrn Fuchs 
sefunden wurden, sollen hier kurz angeführt werden, da sie den 
für den allgemeinen Fall zu gewinnenden Ergebnissen ın jeder 
Hinsicht entsprechen: 

I. Die Periodieitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale 
sind gleich den doppelten Werthen von bestimmten Integralen, 
deren Grenzen die Verzweigungswerthe bilden. | 

Il. Betrachtet man diese bestimmten Integrale als Functionen 
eines ihrer Verzweigungswerthe — x — und lässt man die Va- 
rıabele x einen vollständigen Umlauf um irgend einen der an- 
dern Verzweigungspunkte beschreiben, so verwandeln sich diese 
Funetionen in homogene lineare Relationen der ursprünglichen 
bestimmten Integrale mit ganzzahligen Üoefficienten. 

Diese Relationen werden für jeden Verzweigungspunkt, ein- 
schliesslich des unendlich fernen Punktes, in sehr einfacher Weise 
aus den Veränderungen der Verzweigungsschnitte?) abgeleitet und 
vollständig zusammengestellt. 

III. Die bestimmten Integrale und also auch die Periodi- 
cıtätsmoduln der hyperelliptischen Integrale vom Geschlecht p 
genügen linearen Differentialgleichungen von der Ordnung 2». 
Die Coefficienten dieser Gleichungen sind ganze rationale Func- 
tionen von x und den übrigen Verzweigungswerthen. 


) Crelle, Journ. f. Math. Bd. 71, 8. 91—136. 
2) 8. 100—101. 
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Dieser Satz ist in einer späteren Arheit des Herrn Fuchs?): 
„Ueber die linearen Differentialgleichungen, welchen die Periodi- 
cıtätsmoduln der Abel’schen Integrale genügen etc.“ verall- 
gemeinert und in folgender Form bewiesen worden: 

Die Periodicitätsmoduln eines Abel’schen Integrals 1. Gattung 
vom Geschlecht p genügen einer linearen Differentialgleichung 
von der Ordnung 2p, wenn als unabhängige Variabele einer der 
Verzweigungswerthe des Integrals angenommen worden ist. Die 
Coefficienten dieser Differentialgleichung sind rationale Functionen 
der unabhängigen Variabeln x, sowie der übrigen Parameter, 
welche das betreffende Integral enthält. 

Für den Fall der hyperelliptischen Integrale werden diese 
Differentialgleichungen in der zuerst erwähnten Abhandlung*) 
vollständig abgeleitet und für die Coefficienten wird das Gesetz 
aufgestellt. 

Die Differentialgleichungen, denen die Periodieitätsmoduln 
der Abel’schen Integrale genügen, gehören zu jener besondern, 
von Herrn Fuchs?) in seinen berühmten Arbeiten zur Theorie 
der linearen Differentialgleichungen hervorgehobenen Klasse von 
Gleichungen, deren sämmtliche Integrale weder ım Endlichen 
noch im Unendlichen eine „wesentliche singuläre Stelle“ besitzen. 


3) Crelle, Bd. 73. 
*), Crelle, Bd. 71, S. 101—121. 
5) Crelle, Bd. 66 u. 68. 


I. 


In der folgenden Arbeit werden wir uns zu beschäftigen 
haben mit einer Riemann’schen Fläche, deren Gleichung die 
Form hat: 


(1) Kisz) hatten nle tl 


wobei /o(2) und fı(z) ganze rationale Functionen von z bedeuten. 
Die Verzweigungswerthe der Fläche sind Wurzeln der 
Gleichung: 


LA, 


Eine Verzweigung findet demnach nur in denjenigen Punkten, 
in denen entweder /u(z) oder /,(z) verschwindet, resp. in dem 
Punkte 2= X statt. 

Jedes der betreffenden kiemann’schen Fläche zugehörige 
Integral 1. Gattung ist unter der Form enthalten: 


h=n—1 g (z) 
< DS 
@) la: 2 ©, 


== 


wo die g,(z) rationale Functionen von z sind. 
Setze ich: 


v= m Try 
s=y().]] @-%) 
v=0 
wo ıı(z) eine rationale Function von z ist und mit A,w—=0,1...m) 
die m +1 Verzweigungspunkte unserer algebraischen Gleichung: 
e 
F(s,z2)—=0 bezeichnet sind, so kann ich die Grössen —- sämmt- 
N 
lich als positive echte Brüche annehmen und der Gleichung (2) 
die folgende Gestalt geben: 
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h=n—1 


(2a) y—jas 2 2 5 | *] 


== h.— — 
Ih) 


U ai) 


Jetzt sind. die g,(2) ganze rationale Functionen von 2. 
Dabei bezeichne ich nach Gauss durch [a] die grösste in a ent- 
haltene ganze Zahl. : 

a 
77 N 


Da die Grössen: 
I 
stets < 1 sind, so kann das Integral in keinem der Verzweigungs- 


punkte k, einen unendlich grossen Werth erhalten. 
Damit y auch im Punkte z2= © endlich bleibe, muss sein: 


(3) y in | 


0) 


25 T, 
= a. |) = code 
N N 


r 
je nachdem Y%.—- gebrochen bleibt oder eine ganze Zahl wird. 
N 


g, ist der Grad von g, (2). 
Die grössten Werthe, welche die ganzen Zahlen g, über- 
haupt annehmen können, sind: 


r 
je nachdem A. eine gebrochene oder eine ganze Zahl ist. 
N 


Ein Fundamentalsystem von linear unabhängigen Integralen 
1. Gattung kann ich bilden aus den Integralen von der Form: 


48 | 
” Ion re h - 


R 


Die Anzahl der möglichen Integrale dieser Form ist: 


n—1 


>> (9, Ama 
n=1 
Da die y,, ein Fundamentalsystem bilden, wie leicht zu 
erweisen ist, so muss diese Anzahl =p, d.i. gleich dem Ge- 
schlecht der Riemann’schen Fläche, resp. der zugehörigen alge- 
braischen Gleichung sein. 
Also muss sein: 


n—1il 


(6) Pr=N(+Dd 


==: 


Die Zahl p» bestimmen wir nach Riemann‘) auch aus der 


folgenden Formel: | 
w=2(n—1)+2p 


Hierbei bezeichnet » die Summe der ÖOrdnungszahlen der 


Verzweigung an den einzelnen Stellen: Au, Aı....k,, ©. 
Ich setze: 
) ee 0.4 
( ee, 0, I 


wobei die rechte Seite den Bruch in der reducirten Form dar- 
stellt, so dass n, ein Theiler von rn ist und o, mit », keinen 
gemeinsamen Theiler besitzt. Ferner setze ich: 


M 


> T, > le FE O1 
R 


Neil) n ee, 


wo die rechte Seite ebenfalls einen reducirten echten Bruch 


darstellt. 
Dann sind die Ordnungszahlen der Verzweigung in den 


Punkten 4: 


lt) 60,1...) 


während die betreffende Ordnungszahl für den Punkt 2=& ist: 


6) Crelle, Bd. 54. 


Also wird sein: 


m+1 1 
nyi-— 
MN) 4 


Aus der Riemann’schen Formel folgt alsdann: 


1 v=m-+l i 


4 
DEI) y 


Dies ist der allgemeinste Ausdruck für das Geschlecht einer 


binomischen Gleichung. 


Am einfachsten wird diese Formel für den speciellen Fall: 
Re 


Alsdann ist: 


p= 5 n (m —j1) 


Da wir gesehen haben, dass sich jedes Integral 1. Gattung 


homogen und linear ausdrücken lässt durch eine Anzahl von 


Integralen y, „, so soll diese Form im. Folgenden ausschliesslich 


betrachtet werden. Durch lineare Transformation der Variabeln z 


kann ich es stets erreichen, dass einer der Verzweigungspunkte 


in den Nullpunkt fällt, so dass ich mich nur mit Integralen zu 
beschäftigen habe von folgender Form: 


wo die ge sämmtlich positive echte Brüche sind bis auf eins, das 
einen negativen Werth haben kann. 


Uebrigens gilt alles Folgende auch für ganz beliebige Brüche 


mit dem Nenner 2. 


II. 


Nach dem Vorgange des Herrn Fuchs”) lege ich jetzt einen 
sogenannten Hauptschnitt durch die sämmtlichen m + 2 Ver- 
zweigungspunkte: ko, Äı,...%,, © (Fig. 1). In diesem Haupt- 
schnitte sind die » Blätter der Riemann’schen Fläche unter ein- 
ander verbunden und zwar muss die Verbindung eine derartige 
sein, dass nach einmaliger Umkreisung des Punktes %, durch die 
Variabele z der Ausdruck: 


1) o=]J @ - #,)* B ker 2) 


übergeht in sich selbst, multiplicirt mit der Grösse: 
u = wo? 


Dabei ist ® eine primitive »te Wurzel der Einheit. 

Eine solche Verbindung ist nun aber sehr leicht ausführbar 
und zwar in folgender Weise (Fig. 2): 

Nehmen wir an, die Function o gehe beim Ueberschreiten 
des Verzweigungsschnitts zwischen den singulären Punkten %, 
und ki k, 
einer vollständigen Umkreisung des Punktes %, durch die Varıa- 
bele z über in: 


von unten nach oben über in: @,.o, so geht o bei 


C,yrı 


& 
p 


0. 
Aus der Vergleichung der beiden Resultate ergiebt sich dann 
die Relation: 


& iu 


Es 


Diese Relation gilt für: 
o—=0, ER NE RIO 


wobei u =1 ist. 


7) Crelle, Bd. 71, 8. 9. 
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Dann ergiebt sich aus Gleichung (2) sofort: 


(8) oT. I m, 


Da die » bekannt sind, so lässt es sich hiernach leicht be- 
stimmen, welche Blätter der Riemann’schen Fläche in jedem ein- 
zelnen Theile des Hauptschnittes mit einander verbunden werden 
müssen und in welcher Reihenfolge dies zu geschehen hat, damit 
die Function o auf der ganzen Fläche eindeutig definirt sei. 

Auf der so construirten Fläche habe ich nun unser Integral: 


Sr de 
on 
zu betrachten. 

Nach Riemann lässt®) sich jede mehrfach zusammenhängende 
Fläche vom Geschlecht p durch 2» Querschnitte in eine einfach 
zusammenhängende Fläche verwandeln. Diese Querschnitte können 
zurückgeführt werden auf ein System von in sich selbst zurück- 
laufenden geschlossenen Gurven. Jedes Integral 1. Gattung, er- 
streckt über eine solche geschlossene Curve, ist gleich einem dem 
entsprechenden unbestimmten Integrale zugehörigen Periodicitäts- 
modul. Die Anzahl solcher Periodicitätsmoduln, zwischen denen 
keine homogene lineare Relation mit ganzzahligen Üoefficienten 
besteht, ıst gleich der Anzahl der Querschnitte, welche genügt, 
die 2p»-fach zusammenhängende Fläche in eine einfach zusammen- 
hängende zu verwandeln. Diese Anzahl ist = 2p. 

In diesem Sinne betrachte ich jetzt unsere »blättrige Fläche. 

Ich denke mir einen ganz beliebigen in sich selbst zurück- 
laufenden geschlossenen Weg construirt. Derselbe ist charakte- 
risirt durch die Verzweigungspunkte, welche er umwindet, durch 
die Anzahl der Windungen, welche er um jeden Verzweigungs- 
punkt macht und durch die Reihenfolge, in welcher die einzelnen 
Punkte umwunden werden. Die Anzahl der von der vorliegenden 
geschlossenen Curve umwundenen Verzweigungspunkte sei go, die 


Reihenfolge sei: k,, k,....%, , die Anzahl der Windungen 


sei: %,, %,....% . Der Verlauf der betreffenden Curve ist 


dann folgender (Fig. 3): Von dem in einem beliebigen Blatte 


8) Crelle, Bd. 54. 
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liegenden Punkte z,, in welchem die Function 


 yz=m 


=] @-3)7 


I 


den Werth @' ‚09 haben möge, gehe ich bis an den Punkt %, 


heran, nie diesen Punkt z, mal, wodurch ich nach eg 
Windung in ein anderes Blatt gelange, gehe in demjenigen Blatte, 
in welchem ich mich zuletzt befinde, zu dem Punkte z=z,, 


own. a .%9. Dann gehe ich in demselben Blatte an %,, 


0 
heran, umwinde diesen Punkt ‘mal, wodurch ich wieder in 


neue Blätter gelange, gehe in dem zuletzt erreichten Blatte zu: 


BE Si i 
1,0 Rd Une, 
3 ko 4 2 


Schliesslich gelange ich nach einer ü, maligen Umwindung 
des Punktes k, zu der Stelle: 
p 


Soll diese Stelle in demjenigen Blatte liegen, von welchem 
zuerst ausgegangen wurde, soll also der Weg wirklich ein ge- 
schlossener sein, so muss sein: 


NR) 


(4) le 
n=1 
Ich kann mir den ganzen beschriebenen Weg unendlich 
nahe um die Verzweigungspunkte herumlegen; erstrecke ich dann 
das Integral über einen solchen geschlossenen Weg, so finde ich 
leicht den folgenden Werth für den betreffenden Periodicitäts- 
modul: 


r=p h=r—1 Nr 


(5) E-Y (20, k,.) I aM = 1 ®; 0, 


TEL =) R=0 


Nun ist: 
h=1,. —1 


(20, k,.) = (2% I) au ve > (k,, ke: a 


0 
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Also: 
r=p /hz=r—i == 
K = (20, ko) 22 IH oe — II a; 
| I) == 
hm 


cn > 4, (fe Kr D 
=) 


wo die A lineare homogene Functionen von Differenzen der 
Wurzeln der Einheit sind. 
Da ferner: 


EN h==» 


S u wi = If» a — = m» SR il a, wu; 
Ge en: n— 0 Nee 
so folgt: 


h=m 


(5a) A »2 A,(h,; k+1) 


RR) 


Hierbei bezeichne ich, analog der von Herrn Fuchs bei den 
hyperelliptischen Integralen gebrauchten Bezeichnungsweise, durch 
(Rh, k,,,) die bestimmten Integrale, deren Grenzen die Ver- 
zweigungswerthe bilden: 


(k,, Bi) -| en 


kx 


Nach den obigen Ausführungen lässt sich nunmehr der 
folgende Satz für unser specielles Abel’sches Integral: 


\ dz 
Une: 
71 (2 — k,)" 


aufstellen: 

Jeder Periodieitätsmodul lässt sich darstellen als homogene 
lineare Function der bestimmtenIntegrale von der Form (k,, k,, >. 
Die Üoefficienten dieser Darstellung sind homogene lineare und 
ganzzahlige Functionen der Grössen: 


ty WE N 


(6) K= >2 An (1— 0) (k,, h4 ı) 


kh=0,1...m 
A EA ne 
Dabei ist: 
k 


a 


Da die Umkreisungen des unendlich fernen Punktes sich 
als Umkreisungen der m -+ 1 endlichen Verzweigungspunkte 
in umgekehrter Richtung auffassen lassen, so sind alle Wege, 
welche den Punkt © umschliessen, zurückführbar auf solche 
Wege, welche nur endliche Verzweigungspunkte umschliessen. 
Zwischen den zugehörigen Periodicitätsmoduln müssen daher 
homogene lineare Relationen mit constanten Üoefficienten be- 
stehen. Hieraus folgt dann sehr leicht das Bestehen von min- 
destens einer Relation von der Form: 


h=m 
(7) 52 Q, 3 (ku; kr) =, 
h==0 


kn © 


Die Coefficienten C sind homogene lineare und ganzzahlige 
Functionen der Grössen: 


1-0) (=1,2...2n—]1) 


Ob und unter welchen Umständen mehrere solcher Relationen 
bestehen können, wäre noch näher zu untersuchen. 


Zul. 


Ich gehe jetzt dazu über, die oben betrachteten bestimmten 
Integrale: (k,, k,,) (e=9,1,...m— 1), welche in so enger 
Beziehung zu den Periodicitätsmoduln stehen, als Functionen 
eines in ihnen enthaltenen Parameters zu studieren. Hierzu 
wähle ich einen der Verzweigungswerthe und zwar, wegen der 


Willkürlichkeit der Bezeichnungen, den Werth: 
a 
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Ich werde also zu untersuchen haben, in welcher Weise sich 
die m durch bestimmte Integrale ausdrückbaren Functionen ver- 
ändern werden bei einem beliebigen Wege, den ich die Varia- 
bele k beschreiben lasse. Bei Behandlung dieser Frage werde 
ich mich genau der von Herrn Fuchs in der mehrfach erwähnten 
Arbeit angewandten Methode anschliessen. 

Der Hauptschnitt geht von k über A, ky,....k, in's Un- 
endliche (Fig. 1), da angenommen wird, dass der unendlich ferne 
Punkt zu den Verzweigungspunkten gehört. 

Statt der m Functionen: 


Biene 


werde ich, wegen der Uebersichtlichkeit der Resultate, es vor- 
ziehen, die folgenden m Functionen einzuführen: 


(k, k,) a 
Aus den Veränderungen dieser letzteren lassen sich dann 


die Veränderungen der ersteren Functionen sehr einfach ab- 
leiten, da: 


(k,, Re) FE (k, ) ET (k, ke) 


Es handelt sich also um die folgenden bestimmten Integrale, 
welche untersucht werden sollen in Bezug auf die Veränderungen, 
denen sie bei Aenderung der Variabeln % unterworfen sind: 


ko kn 
dz dz 
url eh 
7 le-m: 
Y==() 
RR ? dz 
(«hr II e— 2)» 
Val: 
od Dr) 


Lasse ich zuerst die Variabele % einen vollständigen Umlauf 
beschreiben, welcher keinen der übrigen Verzweigungspunkte ein- 
schliesst, so ergiebt sich Folgendes: 

Die Function o bleibt ungeändert für jeden Werth von z, 
welcher nicht innerhalb der von %k beschriebenen geschlossenen 
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Curve liegt, der Hauptschnitt wird um die geschlossene Curve U 
vermehrt (Fig. 4). Bezeichne ich nach dem Vorgange des Herrn 
Fuchs diejenige Function, in welche (k, % ) nach einem Umlaufe 
übergeht, durch: (k, %,), so erhalte ich in diesem Falle: 


dz 
| +, 6) 
U 


oder, da: 
dz 


102 
U 


(%, k)= (k, k) 

Wir haben also das Resultat: 

Jede der m Functionen (k, ke) bleibt vollständig ungeändert, 
wenn die Variabele k einen beliebigen Umlauf beschreibt, wel- 


cher keinen der m — 1 Verzweigungspunkte k, Äka...... k 
einschliesst. 


—=0 


Wir haben daher nur noch zu fragen: Was wird aus den 
m Functionen (k, %,), wenn wir die Variabele k einen geschlos- 
senen Weg beschreiben lassen, der einen der übrigen Ver- 
zweigungspunkte umgiebt? 

Ich lasse also jetzt k einen vollständigen Umlauf machen 
um den Punkt %,. Alsdann tritt Folgendes ein (Fig. 5): 

o verändert sich in 9.0, so lange z sich innerhalb des 
Umlaufs befindet; für jedes z ausserhalb desselben behält da- 
gegen 0 seinen ursprünglichen Werth bei. 

Zu dem ursprünglichen Hauptschnitt tritt noch die geschlos- 
sene Curve U hinzu. 

Um die Veränderungen, welche die Functionen (%, k,) nach 
dem Umlaufe von k um %, erleiden, näher zu untersuchen, sind 
die folgenden 3 Fälle zu unterscheiden: 


oe) 
2. 0o—=4 
1. 


Im ersten Falle besteht der Weg, über welchen das ver- 
änderte Integral zu erstrecken ist, aus dem Stück %,, k und der 
geschlossenen Curve U (Fig. 6). 
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Also wird sein: 
’ dz 
(k,; k) —(k,, a 

= 


Nun ist aber: 


\E=@0+@)+(, 
U 


Ich kann die geschlossene Öurve unendlich nahe um %, 
herumlegen; dann ist: 


(k, a) Te (k, k,) 
(rd 
(b, A)=(k,, k). 


1 
D) 


[2 


Wir erhalten demnach das Resultat: 
’ 1 
N i > ra Be: 
j 


2. 


In diesem Falle ist das zu betrachtende Stück des Haupt- 
schnitts, &, k,, nach dem Umlaufe um %, übergegangen in U und 
das von U umschlossene Stück %, k, (Fig. 7). Für jeden Punkt z 
im Innern des Umlaufs verwandelt sich o in ®,.0; also: 

1 1: d2 
(k,, %) NER Gear, 


107 
U 


Den Werth des letzten Integrals hatten wir oben ermittelt. 
Es ergiebt sich sonach: 


1 


(k,, k) Sr: (k,, k) . 


3. 
Der Integrationsweg besteht aus &,, k und U. (Fig. 8.) 


Also wird: 
"dz 


Me unge 
ku Di, d+—-\T 


U 


BL 


oder, nach Einsetzung des gefundenen Werthes für das letzte 
Integral: 


1 1 
=, + 1- .)@, a 

Schliesslich bleibt noch zu untersuchen, was aus unseren 
Functionen (k, k,) wird, wenn die Variabele A einen Umlauf 
um den unendlich fernen Punkt beschreibt. Ein solcher Umlauf 
lässt sich auffassen als ein Umlauf um sämmtliche im Endlichen 
liegende Verzweigungspunkte in unendlicher Entfernung und im 
entgegengesetzten Sinne (Fig. 9). 


für 


Bei einem solchen Umlaufe verwandelt o sich in 
7) 


jeden im Innern gelegenen Punkt z. 
Ich habe also zunächst die Veränderungen der Functionen 
(k, k) (d@=1, 2. ..'m) 
bei diesem Umlaufe zu betrachten. Der Weg besteht aus 
ke, ke und U, 
Also wird: 
i "dz 
(k,, k) = 6 (k,, k) =D on | 3 


U 


Das letztere Integral hat nun den Werth: 


Also das Resultat: 


(k,, k) = wo (k,, k)+ wol 1 11 o (k, ©) 
y—ıT 
Die Aenderungen der Function (k, ©) bei dem Umlaufe 
um den unendlich fernen Punkt sind nun noch zu ermitteln. 


Der Weg besteht aus k, © und U; also: 


’ dz 
(9, k) = (9, h)a, t en 


U 


oder, nach Obigem: 
B. 
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vz=m 
9, Kl (8% kr. @ 
9-9. [1 e 

Wir kennen sonach jetzt alle Veränderungen, welche mit 
unseren bestimmten Integralen geschehen, wenn wir die Variabele 
k einen ganz beliebigen Weg ın der unendlichen Ebene be- 
schreiben lassen. 

Da bewiesen wurde, dass die Function (k, ©) eine homogene 
lineare Function der übrigen m Integrale (%, k,) sein muss, so 
lässt sich das soeben Gefundene als allgemeines Resultat ın 
folgender Weise ausdrücken: 

Die m bestimmten Integrale (%, k,) besitzen die Eigenschaft, 
nach irgend einem beliebigen Umlaufe der Variabelen k über- 
zugehen in homogene lineare Functionen derselben m Grössen 
und zwar sind die Coefficienten dieser linearen Relationen ratio- 
nale Functionen von Wurzeln der Einheit. 

Die Coefficienten werden gefunden durch Combination der 
gefundenen elementaren Substitutionen, welche zu den Ver- 
änderungen nach einem Umlaufe um einen einzigen Verzweigungs- 
punkt gehören. 

Für den Fall der hyperelliptischen Integrale ist: 
| a ee. 


p 
und 


a 
v=0 


falls der unendlich ferne Punkt Verzweigungspunkt ist. 
In diesem Falle erhalte ıch für einen Umlauf um einen im 
Endlichen gelegenen Verzweigungspunkt %, die folgenden 3 


Formeln: 
(k,, k) = (k,,k) +2 (k, kb) <A) 
(ke, ke), le, ke) 
(k,, k) = (k,, A | (>97 
Für den unendlich fernen Punkt ergiebt sich noch: 
(k, k)= — (k,,.K) — 2 (R, ©) Vak 


(k, ©) — ze. (k, X) 
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Aus diesen Formeln ergeben sich nun sofort die von Herrn 
Fuchs ermittelten Relationen, wenn nur berücksichtigt wird, dass: 


(k,, k,,1) mr (k,, k) — (kn k) 


und u° an die Stelle von k gesetzt wird. 
Für A=1 giebt es kein o<4, während für A=m—1 
(bei Herrn Fuchs: A= nr — 1) die Möglichkeit o >4 in Fortfall 


kommt. 


IV. 


Wie schon erwähnt wurde, hat Herr Fuchs’) bewiesen, dass 
die Periodicitätsmoduln der allgemeinen Abel’schen Integrale, 
als Functionen eines Verzweigungswerthes aufgefasst, linearen 
Differentialgleichungen von der Ordnung 2» genügen, deren 
Coefficienten rationale Functionen der sämmtlichen Verzweigungs- 
werthe sind. Die Methode, welche Herr Fuchs'?) anwendet, 
solche Differentialgleichungen im Falle hyperelliptischer Integrale 
wirklich aufzustellen, lässt sich sehr wohl auf unsern Fall all- 
semeiner binomischer Gleichungen anwenden, wie im Folgenden 
gezeigt werden soll. Und zwar werden wir auf diesem Wege 
zu Differentialgleichungen von der Ordnung m gelangen. 

Nun ist aber stets: 

m<2p 


ausgenommen für 2n=2, wo: 


ist. 
Denn, wir hatten gefunden: 


v=m-+t1l 1 
2p—n. 22 1-4) -2@-2 
PR, y 


Ist nun n=F2, so sind alle Zahlen »,, als Theiler von n, 
= 2:\also: 


v=m-+l | 
> 1) > A 


9, Crelle, Bd. 73. 
10) Crelle, Bd. 71, 8..101—121. 


Hieraus folgt: 


5) 
2p>n."T—-—2(m—1) 
oder: 
2» — m> ! (n — 2) (m — 2) 


> 
woraus sich, da n >2, sofort ergiebt: 
2p >m 
Pur. = = Panel: | 
n = 2 A, nl 
Die obige Formel giebt dann: 
2p=m 
Damit nun die sämmtlichen Periodicitätsmoduln eines In- 
tegrals vom Geschlecht p einer und derselben Differential- 
gleichung mter Ordnung Genüge leisten, ist es nothwendig, dass 
für n>2 zwischen den 2p Periodicitätsmoduln eine Anzahl 
homogener linearer Relationen mit in k constanten Üoefficienten 
bestehen. 
Solche Relationen haben wir unter II. kennen gelernt. 
Ich betrachte wieder, wie am Anfange dieser Arbeit, die 
Function von z: 


\ dz 
er vm 
(2 — k)” 1 (2 — hy? 


Mt 


wobei ich zur Abkürzung gesetzt habe: 


Wenn es mir nun möglich ist, nach dem Vorgange des 
Herrn Fuchs!!), eine Differentialgleichung für y als abhängige 
und k als unabhängige Variabele zu finden von der Form: 


n=Pp 


9% Yy 8 
1 — 
n Rz Da 


N) 


wo die qg auf der linken Seite rationale Functionen von %k sind, 


ıt Crelle, Bd. 71, S. 101—121. 
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während R eine algebraische Function von z sein muss, so 
ergiebt sich Folgendes: 
Die Periodicitätsmoduln X des Integrals y genügen der 
linearen Differentialgleichung oter Ordnung: 
n=p 


ai" "RK 
2a 


Bu) 


(2) 


Die Richtigkeit dieser Bemerkung ıst leicht erkennbar. 

Denn: 

Erstrecke ich die Integration auf beiden Seiten der Diffe- 
rentialgleichung (1) über irgend einen geschlossenen Weg auf 
der zugehörigen Riemann’schen Fläche, so erhält das Integral 
rechts den Werth O0, während das Integral y gleich dem zu dem 
betreffenden Querschnitte gehörigen Periodicitätsmodul X wird”). 


9" 
Ebenso wird aus STR allgemein: 
%"K 
ok“ 
Nehmen wir also an, es giebt eine Differentialgleichung von 
der Form 1). Um die Coefficienten g zu bestimmen, sind die 


Ausdrücke für y und die Ableitungen nach % einzusetzen. 
Aus: 


re 


dz 


Y er v=m 


(z — 4" | @—%)* 


wit 


N sich: 
h=n—1 


FT — N! (+ h). ä = a 
—! ler v=m 
\ (2 — ker? sr (z— k,)' 
(& = 


h=u—1 


7 ik Ge 


h=V0 


Unsere Gleichung (1) erhält alsdann, nach Einsetzen dieser 
Ausdrücke, die Form: 


12) Vergl. Fuchs (Crelle, Bd. 71). 


DS) 
ID 


er 
OR dz a = h==0 
wo \ 02 | ure (2.— k)! 


ML 


Hieraus folgt sofort durch Differentiation der ganzen 
Gleichung nach z: 


h=w—i 
nr ES = (+ h) 


1 De) 
De an 
02 2 “ = SE k) 

Setze ich nun: 


vzm 


Re 1 @hyTn 


vl 
und: 
o=m 
so erhalte ich: 
De otm-—]1 > re 
ER z—k Fe RN, 


Diese Werthe in (5) eingesetzt, ergiebt: 


vz=m vzm 
—ı 


I - 


v=( | 


(6) 
p=m h=p—1l 


= n.C-M + 8: oo 9a 


| hr==0 


Diese Gleichung ist in Bezug auf z auf beiden Seiten ganz 
und rational vom Grade m. Setze ich nun die Üoefficienten der 
entsprechenden Potenzen von z—%k auf beiden Seiten einander 
gleich, so erhalte ich m—+-1 lineare Gleichungen, aus denen 
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sich die Coefficienten g als rationale Functionen der Grössen 
k,v=0, 1... m) bestimmen lassen. 
Ich setze zur Abkürzung: 


v—_—n v—m 
$ ee —]1 


Er gerne 


N) 


so dass Gleichung (6) lautet: 
p=mh=u—1 


(6a) = go (z=k)* — 32 I (+ h) h q, Se ne 


et RO 


Hieraus erhalte ich dann die Üoefficienten q in folgender 
Form: 


“ 1 Kor T\ 
I re h=p—i1 | Br | ER 
(m — u)! I (oh) u 
h=0 
la Be 
1 | an A 


Mrz m! | PS | 


—% 


So ergiebt sich die gesuchte Differentialgleichung für die 
Periodieitätsmoduln X in folgender Gestalt: 


a are 
7) m! | g” | B 
- 
N ! IS REN oR 
Ale >2 ET EB Te Ver De Eee Re 0 
’tm—u)! JE o &+M Ar 
—L 


Der Coefficient q, ist in Bezug auf k vom Grade u. 
Die Üoefficienten der beiden höchsten Ableitungen sind: 


vy=m 


— 1 
De] (k — A) 
11 (& + h) it 


DR, 
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vz= m v— m 


! N ee, IH —h): 2 Er er 


le Burr, h=zm—2 
v1 


II (+ h) 


en) vn 2 1 
n Il &—%) ser 


1 Samllk nn 


VE) 


—Ir=em—2 
I (gth) ’=! 
n—0 
Um einen auch für «=0 geltenden Ausdruck für den. con- 
stanten Factor in dem für q, ermittelten Werthe zu haben, be- 
nutze ich noch die von Gauss eingeführten sogenannten 7-Func- 


tionen, welche die Fundamentaleigenschaft besitzen: 
N1(o)=a.H(a—1) 
HD 
Alsdann wird: 


= ke NER 
I mn)! H(ot+u—1) | dr" |,_, 


(v0, Aare m) 


Hierdurch erhält unsere Differentialgleichung die Form: 


N Sn 
1 [ 9” p T ge K 
(7a) 2 (m — u)! OD (o+w—1) | dern ER Py 


0 


Besonders einfach durch k ausdrückbar werden die Coeffi- 


cienten qg in dem Falle: 
(20, 22m) 


Alsdann ist: 


vz=m ne 2 Y= 
Do. 2.5 


v=( 
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Setze ich zur Abkürzung: 


v_m 


S = ii (2 kr) 


v==ıl 
so ı8t: 

Ir os 
T=(.+m—1) S-+(e—1) (z—k) 3- 


we 


Hieraus folgt durch fortgesetzte Differentiation nach z: 


"Ss Os ; Ss 


IT | 
= HH ed] He Ne) or: 
Also: 
a ae 
Mare | are, 


Die Function S enthält die Variabele k gar nicht; somit ist: 


[rs | "pP 


| Oz" Be ok” 


wenn ich die Bezeichnung einführe: 


Dies giebt mir dann: 


T| "pP 
Zei lm = 
gruen [m + (a +1) (e—1)] nr 


Und die Differentialgleichung lautet in diesem speciellen 


Falle: 


5. ms-+ (1) (e—1) DM n2rD | ga" K 2 h 
(m — u)! II (8 u U — 1) Bay et Yp“ 


L=0 
Wie leicht zu erkennen ist, sind in diesem Falle die Coefh- 
cienten der Differentialgleichung einfach gleich den elementaren 
symmetrischen Functionen der mGrössen k — k,v=1, 2...m), 
multiplicirt mit von den k, unabhängigen constanten Factoren. 
Aber auch in dem ganz allgemeinen Falle lässt sich eine 
ähnliche Umformung mit den Üoefficienten vornehmen. 


Setze ich nämlich: 
IT Fk): Se er er, 


vH 


— (o+m—1)S+ Ulß@—k) 


so ist: 
Hieraus folgt: 
ar ars Dr U gr U 
—— —(g+m—1 +u——  +le ok 
2" len 2 5 Den 2" 
Also: 
| ar T | g"g nn | ns u 
| = (ot ml A E 
| 9," ar (eo Aue: DE, (6) 
Dies giebt, wenn ich setze 
f an 
a L 


en) 


Unsere Differentialgleichung lautet also 
1 | Pa £) 
+m—1 == 


E (m— u)! A(o + #—1) 


(Te) 
Dr T 
+ (m — —() 
(m u) ray A 2—1l ; 
Dabei ist: 
P=|]| «—%) 


hl 


re 
=0 


v—=m 


L= 
Bl 


Aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen, wie sie 


von Herrn Fuchs'?) begründet und in seinen darauf bezüglichen 


3) Crelle, Bd. 66, 68. 
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berühmten Abhandlungen und Vorlesungen mitgetheilt worden, 
ist uns nun Folgendes über die Natur der Integrale einer solchen 
Differentialgleichung in der Umgebung der singulären Punkte 
bekannt: 

I. Die Integrale einer linearen Differentialgleichung, deren 
Coefficienten ganze rationale Functionen der unabhängigen Va- 
riabeln x sind, können sich nur an denjenigen Stellen, an denen 
der Coefficient der höchsten Ableitung verschwindet und an der 
Stelle «= © singulär verhalten. 

II. Es existirt stets mindestens ein Integral von der Form: 


y=(®—a).v 


gültig in der Umgebung des singulären Punktes x» = a, wobei v 
eine nach ganzen, positiven und negativen Potenzen von 2 — «a 
fortschreitende und in der ganzen Umgebung von & — « con- 
vergente Reihe bedeutet. Sind die negativen Potenzen nur in 
endlicher Anzahl vorhanden, so ist r die Wurzel einer algebrai- 
schen Gleichung mten Grades, welche die determinirende 
Fundamentalgleichung genannt wird. 

II. Hat die determinirende Fundamentalgleichung o Wur- 
zeln, welche nicht um ganze Zahlen von einander verschieden 
sind, so hat die gegebene Differentialgleichung in der Umgebung 
von #=« mindestens go verschiedene Integrale von der Form: 


y„=(2—o)*v, Kae 19, 2.9320) 


und höchstens so viele, als überhaupt verschiedene Wurzeln r 
vorhanden sind. Dabei sind die v, Potenzreihen der oben durch 
v bezeichneten Art. 

IV, Ein Fundamental-System von Integralen in der 
Umgebung des singulären Punktes 2=a wird gebildet aus den 
m Functionen: 


x 
y, >= ak a)” vr log (x — a)] 


url 2.020 
1 ER | 


Hierbei sind die vo nach ganzen Potenzen von x —a fort- 
schreitende, in der Umgebung von x=«a convergente Reihen. 
Die ganze Zahl o bezeichnet die Anzahl der verschiedenen Wur- 
zeln r, während A, höchstens gleich der Anzahl der gleichen 
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Wurzeln r, ist, welche die determinirende Fundamentalgleichung 
für den betreffenden singulären Punkt besitzt. 

Sind mehrere der Wurzeln der determinirenden Fundamental- 
gleichung einander absolut gleich, so müssen Logarıthmen auf- 
treten; sind diese Wurzeln nur um ganze Zahlen verschieden, 
so können Logarıthmen auftreten. 

V. In der Umgebung des singulären Punktes » = © lauten 
die betreffenden Entwicklungen: 


En 4 ny | «l? h 
X EUER: x . 2 »* 1198 x 


ne 1 
Dabei sind die v nach Potenzen von — entwickelbare, in 
% 


der Umgebung des unendlich fernen Punktes convergente Reihen. 
Die r, sind die Wurzeln der deteriminirenden Fundamental- 
eleichung für den Punkt =. — ©, 

Um die determinirende Fundamentalgleichung für 2—=&© 
zu finden, habe ich die Differentialgleichung durch Einsetzen 


1 PUEh \ 
von = zu transformiren in eine neue Gleichung zwischen % 


und ? und für diese letztere alsdann die determinirende Funda- 
mentalgleichung für den singulären Punkt {= aufzusuchen. 
Schreibe ich unsere Differentialgleichung in der Form: 


h=m 


ö"K 
3 Pan EN NER ER En 0 
h=0 O0 k 


Be I, 
Por 


3 q, (Po IT 1) 


so lautet die determinirende Fundamentalgleichung für einen im 
Endlichen gelegenen singulären Punkt %,: 


RM 


n r! 
le mh)! 


N h 
lim (k Br k,) Pula, = Ö 


Auf unsere Differentialgleichung 7 resp. 7c angewandt, er- 
halte ich: 


Pp>m—]1 
lim Ipı (k — k)l_., rate me 
lim (p,(&—k)},_ „= Ö 
für: N m. 
Also: 
A RA, 


(r — m)! ” (r—m—+1)! 
oder: 


(o+&+m—2) =0 


r! 
(r—m-+1)! 


ee 


Die Wurzeln dieser Gleichung sind: 


DNA em 2 re 


Die Gleichung hat nur dann gleiche Wurzeln, wenn 9 e, 
einen der Werthe: 1,0, — 1, —2,...— (m — 3) hat; jeden- 
falls besitzt sie m — 1 Wurzeln, welche ganze Zahlen sind, 
während die mte Wurzel eine positive oder negative gebrochene 
Zahl sein kann. 

Nach den oben angeführten allgemeinen Prineipien folgt zu- 
nächst, dass die Differentialgleichung mindestens ein Integral 
besitzt von der Form: 


es 
En { 3 h h 
a C, (k — k,,) 
0 
Dann muss sein: 
k=Mm ' 
y I w EN 
2 m 
Fe Ok 
Nun ist: 
j == 
I w h! Bern 
2 > h ] ! (k k,) 
dk le zu) 


Hieraus folgt sofort: 


a h= 


y u yo h nn ee, k,) ‘Er —=0 


EIO hip 
Setze ich: 
i=y 
„= La, (k — 
al) 
so wird aus der letzten Gleichung: 
n=m aM h=©o BERN 
| o,6-h). 2 eo j ®= k,) — 0 
e=0 i=0 DEP 


Hieraus ergiebt sich alsdann, da jeder Üoefficient einer 
Potenz von 4 — k, Null sein muss, eine Recursionsformel für die 
C- von der Form: 

Rn A 


> A 


N) 


Aus der Discussion dieser Formel unter Berücksichtigung 
der für die g gefandenen Werthe lässt sich dann allgemein er- 
mitteln, dass es stets m — 1 Integrale der Differentialgleichung 
giebt, welche sich in der Umgebung von k—=k, in eine con- 
vergente Potenzreihe entwickeln lassen. Ich werde diesen Be- 
weis später für das specielle Beispiel m = 3 ausführlich geben. 

Ist &8—+-s, keine ganze Zahl, so besitzt die Differential- 
gleichung stets noch ein mtes Integral von der Form: 


a 


M 


wo v eine convergente Potenzreihe bedeutet. 


Ist dagegen &—+-&, eine positive oder negative ganze Zahl, 
so kann das mte Integral auch die Form haben: 


w„— tv, . log (k— k,) 


Die bestimmten Integrale: (k, k,) @=1,2...m), welche 
sich nur durch einen constanten Factor von den Periodicitäts- 
moduln unterscheiden und somit Integrale unserer Differential- 
gleichung sind, lassen sich daher in folgender Form darstellen: 
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(a) RED A 
respective: 
| (b) (k N k,) Pen dv, 4 Om 2 log (k—k,) ar 
Dabeı ist: 
h=m—1 
2 == >2 C, DE 9 
h=1 


Die vo sind in der Umgebung von k= k, convergente Potenz- 
reihen. Die Form a gilt, wenn +8, keine ganze Zahl ist, 
während der Fall b nur eintreten kann, wenn &—+-8, eine ganze 
Zahl wird. 

Ich lasse jetzt die Variabele % einen Umlauf um &, machen. 
Alsdann wird: 


’ — E08, 1 ' 
) (kAy—(k, k)+G, ,(k-k) ro, Ar > 3 


Y 
respective: 


(b) (k, Ak) = Kr ze 


m, p m 


Nun hatte ich aber früher auf ganz anderm Wege und zwar 
durch Betrachtung der Veränderungen, denen der Hauptschnitt 
nach einem Umlaufe unterworfen ist, die folgenden Resultate 
erhalten: 


’ I! 
ER (k, k,) Sg, (k, k,,) (da==19) 


Bye, ky + N (k,k) (e<») 


Bu le Ei (k, h)+ -- ) (k,k) (@>») 


Hieraus ergeben sich durch Verbindung mit a und b die 
folgenden 6 Fälle: 


la) 


1 eos ıey 1 
(k, k,,) er (k— k,) | -1)=0 


[DK] 


Y 


Das ist: 
ee BL? 
(ki) On ke Bee RUE 
wo u eine convergente Potenzreihe ist. 


1b) 
(k, k,) 1 =) +0, ,v.. 2wmi=0 
0, 


In diesem Falle ist &-+-e, gleich einer positiven oder 
negativen ganzen Zahl, oder: 


0, —|1 
Also muss sein: 
Ms 4 ar 0 
Wir haben somit: 
(k, k,,) —Dd, 


d. h. (k, k,) ist gleich einer in der Umgebung von k—=k, con- 
vergenten Potenzreihe. 


2a) 
f GR | 
CEEYE Faas) ar KCE>) Perr Kl 
Das ist: 
a 
leer Y en 
m p m Y 
h — 1 
Also: 
a 
0, En ——E 
(BR) = — Tu 
oo) W, a 
2b) 


Das ist: 
| dv, 4 = ) 
@, 
mp m 2 mi 
Also: 
— 1 
ee Le (eh) 
3a) 
1; 1 Car 1 Das. 
So En j m N Pr Fu | Ber 
Das ist: 
Ei 
(= u 
mp MV 
Bu 
@) @, 
Also: 
ar + ) 
(k, k,) = ae (k—h).. 0” Ba 
[OR PE 
3b) 
(k, k,,) --- } — 0, Um .2zm=0 
Das ist: 
a | ) 
C Dr @) @, 
mo RS Y 2 mi 
Also: 
ae) 
0 v 
na ee) 


B) 
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Um die entsprechenden Entwicklungen für k= 00 zu er- 
langen, habe ich zu setzen: 


k= — 
t 


Alsdann wird: 


1 
Fu =_ g* } h, (£) 


wo h,(t) eine ganze rationale Function von £ ist. 


Ferner wird: 


BR IR 

SEN, dt 

DR. OK OR 

Bere 
URESSL Ns 


Allgemein wird werden: 


m i=u N 
20, K => >2 A E Ba OK 
R) je ve in R% N 


Für die Coefficienten A; lässt sich eine Recursionsformel 
aufstellen; der erste Coefficient ist: 


Ai —— (— 1% 


Alsdann lautet die transformirte Differentialgleichung: 


Aus dieser Gleichung ergiebt sich sodann die determinirende 
Fundamentalgleichung für =0 und mit Hülfe der Wurzeln 
derselben findet man die Darstellungen der Functionen (k, %,) 
ın der Umgebung des unendlich fernen Punktes. 


3 


Vv. 


Der einfachste FaN: m = 1 bietet wenig Interesse. Ich be- 
handle daher zuerst den Fall: 
m—2 
Es handelt sich also um die Periodicitätsmoduln des Abel’- 


schen Integrals: 
dz 


A 
(2— k)" (z— kı)" (2 — ka)” 
resp. um die bestimmten Integrale: (k, k,), (k, ka), (k, ©). 
Die Veränderungen, welche diese 3 Functionen bei einem 
Umlaufe der Variabelen % um die singulären Punkte %k,, Ag, © 


erleiden, sind: 


kı 
i 1 
(k, k,) = (k, k,) 


DAKOR 


Det 
(k, kg) = (k, ks) Zr @ -1) (k, kı) 


(k, 0) = (k, ©) + — --:) (k, kı) 


ke 
1 
2 


1 
(BR ks) — (k, ko) 


Go wg 


DT a er 
(0) = (0) + u: (1) (3) 
8) 
(k, k) = wo (k, k) + © (wı 0 — 1) (k, ©) 
(k, ko) = 0% (k, co) + © (01 0 — 1) (k, ©) 


(k, ©) — mw, 0; (k, ©) 
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Bezeichne ich die Substitutionen, durch welche die Functionen 
(k, k,) und (k, k,) nach einem Umlaufe um die Punkte k,, %, und 


co verwandelt werden, mit S,, S und S%, So ist: 


0 
ga 
2 1 
0) 
| oo @g 


Ein Umlauf um den unendlich fernen Punkt ist zu be- 
trachten als ein Umlauf um die beiden im Endlichen gelegenen 
Punkte k, und k, im entgegengesetzten Sinne. 

Daher muss sein: 


8, 8,8 = Ib ı] 


oder: 


Also ist: 


Hieraus folgt: 
N 2 w [O7 ir @%) (1 ITT @,) (1—,), 9 (0 — " 


@, Wg (w, ze 1). Wo Wa 
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Also wird nach einem Umlaufe um den unendlich fernen 
Punkt: 
(k, kb) = (k, k) lo + on (1—-o) (1-w)] + (k, %,) 00 (0 —1) 
(k, Ro) = (k, kı) 00 @ (0, —1) + (k, ks) 00 @, | 
Nun hatten wir aber gefunden: 
(k, k) = m (k, k) + © (wo, @ — 1) (k, ©) 
(k, Ro) —= @ (k, ko) + © (ww — 1) (k, ©) 


Aus der Vergleichung dieser beiden Paare von Gleichungen 
ergiebt sich alsdann die Relation: 


(k, ©) (0, @9—1) © —= (k, k,) © (L—@,) + (k, ke) w, (1 — ws) 
oder: 
DEI Veran AN (k, ks) 

a RT 


0, W 


= 
an! 


| @s 


(k, ©) = 


Und zwar ergiebt sich, wie zu erwarten war, aus beiden 
Gleichungen derselbe Werth für (k, ©). 

Lasse ich die Variabele % irgend einen geschlossenen Weg 
in der unendlichen Ebene beschreiben, so werden die Verände- 
rungen, welche die Functionen (%k, %,) und (k, %,) erleiden, dar- 
gestellt durch eine Substitution der Form: 


D: 8, 


wo i und Ah ganze positive oder negative Zahlen sind. 
Ich gehe jetzt zur Aufstellung der Differentialgleichung für 
unsern Fall über. 
Es ist: 
P= (k—k,) (k—ks) 


L= (4 —1)(k—k,) + (&—1) (k—k,) 
Also, nach 7Tc der vorigen Nummer: 


OK OK 


(k ve; k,) (k yrz2 ko) ZIEH Zr BIN Ko-+ & (k gr ko) um 


+ (o-+ 8%) (k— k)| + Hot st 8 —1) KO 


Die determinirenden Fundamentalgleichungen in Bezug auf 
k, und A, lauten: 
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rr — 1) + ro +5) = 0 
und 
r — 1) + r(ko+8&) = 0 


Die Wurzeln sind: 
h 
0. ES & 
kg 
r=0, 1—9— 8% 


Hieraus ergeben sich dann die Darstellungen in der Um- 
gebung der beiden singulären Punkte in der bekannten Form. 

Sind 9—+ s und 9—+ % keine ganzen Zahlen, so treten in 
diesen Entwicklungen keine Logarıthmen auf. 

Um die determinirende Fundamentalgleichung für k = 
zu erhalten, setze ıch: 


a: 
t 
Dann wird: 
oK ig oK 
Ok Öt 
KEN  OLR OR 
Er eine: 


Unsere Differentialgleichung wird somit in folgende Gleichung 
zwischen X und £ transformirt: 
OK OK 


IR ba a A El, TAN) 
21 — kt) (1L— kt) ae 


oa arte )(k+k)+kea— NV) kt 
+ (9 — 1) kı + oo 4 +8 —-1)K=0 


Die determinirende Fundamentalgleichung für den singulären 
Punkt =0 wird alsdann: 


rr -V)+r2 — 29 —- 13 — 8) too + &+ 8 — 1,0 
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Das ist: 

r+r 1— 29 — a. —s) too +4 +8 —1)=0 
oder: 

(rs) (r +1 — 9 —E — &) — 0 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind: 

eds oo tat —1 

Hieraus ergeben sich die Darstellungen der Functionen 
(k, kı), (k, As) in der Umgebung von k= x. 

Ist 3 + & eine ganze Zahl, so können in diesen Entwick- 
lungen Logarithmen auftreten; ist 8 +81, so müssen Loga- 
rithmen auftreten. Ist dagegen & —+- & keine positive oder nega- 
tive ganze Zahl, so giebt es nur Entwicklungen nach ganzen 


1 


und gebrochenen Potenzen von TuR 


Die betreffenden Entwicklungen lauten: 
(a) 


1\% n E12 1 
(k, kı) — Wu] u + (U.w B . log —- 


ee 
(k, ka) ——t{0e 4) — & BL 7) B ß log 
€ 
N 4 


(b) 
1 


€ 1 staat 
Ko; 4 + ('.w. u 


1 &) 1 Ey - & — >) 
(k, kg) — Ws B — G : W 2 
1 F +4 +8& 


(k, co) = w. B 


Die Functionen w, %,, ws sind convergente, nach ganzen 
1 
Potenzen von — entwickelbare Reihen, während (€ und ©’ Con- 


k 


stanten bedeuten, deren Bestimmung keine Schwierigkeit macht. 
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Die Functionen (A, k,) und (%, k,) bilden ein Fundamental- 
system unserer Differentialgleichung. Denn, wäre dies nicht der 
Fall, so müsste eine Relation bestehen von der Form: 


(k, k)—=C.(k, kı) 


wo ( eine Constante bedeutet. 
Nach einem Umlaufe um %, geht diese Relation über in: 


el Ü 
% +1) = & 4) 


o @ı 


Subtrahire ich diese Gleichung von der ersteren, so er- 
halte ich: 


(h, wel 1] a wi 


0 \0; 


Also muss sein: 


o, W, 


Nach einem Umlaufe um A, dagegen geht obige Relation 
über in: 


1 : 1 


Hieraus erhalte ich, wegen: 


Ve RC) 


a (k, kı) = (k, k,) u Mm Re N (k, k,) 


@&, 2 
Das ist: 
Fe 
ir 
Sy 
@9 
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oder: 
1 1 1 1 1 1 1 
—— 4 _-— - n +1 
9, 0, We DT Fr DDP [DR Ob HOW We 
Das ıst: 


e-][a40- 10 
[DR DIRORROR 


Also müsste sein: 
WIN — 1 oder Wo, @ Wa — 1 


Ist =1, so ist der Punkt z=% kein Verzweigungspunkt, 
was gegen die Annahme ist. 

Ist dagegen & @, @=1, so ıst der Punkt z= © kein 
Verzweigungspunkt unseres Integrals. Alsdann lässt sich aber 
dies Integral durch eine Substitution: 


in ein anderes mit nur 2 endlichen und einem unendlich fernen 
Verzweigungspunkte verwandeln. Unser Integral gehört dann 
also eigentlich zu der Ulasse: m —=1. 

Also bilden die Functionen (%k, %k,) und (k, %,) wirklich ein 
Fundamentalsystem unserer Differentialgleichung. 

Ich bemerke noch, dass die in unserm Falle (m —=2) vor- 
kommenden Reihenentwicklungen sich sämmtlich mit Hülfe der 
sogenannten „Gauss’schen hypergeometrischen Reihen“ darstellen 
lassen. 


vi 


Ich gehe jetzt über zur Behandlung des Falles: m =3. 

Es sind 4 im Endlichen gelegene Verzweigungspunkte vor- 
handen: Ä, %,, Äs, As. Ich nehme wieder an, dass der unendlich 
ferne Punkt ebenfalls zu den Verzweigungspunkten gehört, da 
ım andern Falle unser Integral durch eine rationale Transformation 
in ein anderes mit nur 3 endlichen Verzweigungspunkten (m — 2) 
übergeführt werden kann. 


Die Veränderungen, welche die 4 Functionen (k, k,), (k, ks), 
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(k, kz), (k, 2) bei einem Umlaufe der Variabeln % um die singu- 
lären Punkte %,, As, ks, ©© erleiden, sind: 


kı 
Gh) (hh) 
o @; 
Darren 4 > | (0 
@, \@ı 


1 


S\, 1 
= + | 
DR 


wi | (k, kı) 
| )) DIE ’ 0 \w; ) 1 
ka 
1 
DB 
(k, ko)" RE (k, hs) 
2 


’ 1° 7.1 
(k, hs) Fr (k, k;) iz io, - ) (k, ks) 


&) = (0) + [4-1] & ©) 


oo \ Ws 
hz 
l: 
Bee er 2 | ( 
3 
’ 1 | 
(& hy = (bh) + (1) 39 
3 
Bye. 
De 


(4, 0) = (0) + [1] (& ©) 


(k,.kı). —= ws (k, kı) = .m.(0 0 — 1) Ik ©) 
(k, ko) Te) (k, hs) + 0 (01 0 0; — 1) (k, X) 
(k, k,) nr (k, k;) + % (m, WW; 7 1) (k, X) 


(k, ©) = 0, @ @; (k, ©) 
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Bezeichne ich die Substitutionen, durch welche die Func- 
tionen (k, A), (k, ka), (k, kz) nach einem Umlaufe um die Punkte 
kı, kg ka, © verwandelt werden, mit S,, Ss, Ss, So, so besteht 
zunächst die Relation: 


oder: 


Dabei ist: 


S a 


Bi | £ 

| o RN 
ee —— Ss 
er 

| | | 

us) ei 
————“ — 

- oO =. 


\ —— 0, 1 = Fr 1 


3 
0, 0, 


un 


Wo Wz 


an ec 


Aus diesen 3 Substitutionen setzt sich jede Substitution 
zusammen, welche irgend einem ganz beliebigen Wege der 
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Variabeln k, der zu seinem Ausgangspunkte zurückkehrt, ent- 
spricht, derart, dass stets: 


DD. 
wo %, ig, is ganze positive oder negative Zahlen sind. 


Das bestimmte Integral (k, ©) lässt sich stets homogen 
“und linear ausdrücken durch die 3 bestimmten Integrale (k, %,), 


(k, ko), (k, ka): 
(R,. 00) = GR) .G (ler) (k, ka) 
Die Grössen © sind Öonstanten. Lasse ich & einen Umlauf 
beschreiben um 4, so wird hieraus: 


1 1 1 
+1) m-G.—- (bh) + 
9 \oı DIOR 


el @ lite > - N (k, h) au 


o \o@, 


2 [@ ae -- ı (k, i) 


[OR 


Diese Gleichung subtrahire ich von der ersteren, dividire 
durch (k, k,) und erhalte so: 


25] = ala 


DIOR 


Lasse ıch die Variabele % noch einen Umlauf machen um 
k, resp. kz, so erhalte ich analog: 


2 1 
6)+ |, 1)@ ma | + (--1)@ w]+ 
+ (u) Hl re 
BI KETRRE Bi ; a Go \ Ws a 


und: 
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(k, ©) + en + = N (k, ka) —Cı @ k)+ -- = | (k, hy) - 


1 1 | 
1) | +0 


eG, @ Fr & 
3 

Diese beiden Gleichungen subtrahire ich wieder von der 

ersten Relation, dividire durch (k, %s) resp. (k, %ks) und erhalte 

so noch 2 neue Gleichungen zur Bestimmung der constanten 


Grössen C, Cs, 2: 


La-j-afß-]#eltm]eofi 


3 


Aus diesen 3 Gleichungen erhalte ich sofort die folgenden 
Werthe für die zu bestimmenden Unbekannten (,, (Cs, (3: 


1 
ee. 
@o DR OP Oo 5 
Ad 
} 
a 
oo 01 07) 0 @o 0 
1 1 1 1 
ja Ai) Le 
@3 @o 2 7 @3 
1 1 1 
ee. Ne 1-1) DSH 
@; @o @; Wo. W; 


9 0, @ 0 @g 9 
{ 1 1 
ul ee 1@ de AEhge, Ez Be 

2) Gg Wa Na | 
1 

ur. 2 28 Ey -- Ra! ) 
3 O3 On 3 

A 
Dabei ist: 
1 1 1 1 1 
a 

| [ORKOR [DR @ @o @ 

9 u 9 9 [OP 
1 

ns u, —ı 

3 Ws @o 3 


Das Verschwinden der Determinante 4 zeigt an, unter wel- 
chen Umständen die Functionen (k, k,), (k, ka), (k, k;) durch eine 
homogene lineare Relation mit constanten Üoefficienten verbun- 


den sind. 


Es ist: 
1 SEE 0 
OKOP 9 
I 
A= ge Be, 1), Be. | 
Ws, Ws [D}R m} 
1 1 
2 
3 3 OR) 
oder: 


Ich bezeichne zur Abkürzung die Zähler der Grössen (,, 
C3,.0 Mit 0,.@, 0% Dann. ist: 
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a - -1) 3 
@%, 1 
Del ; 
el 
0 2 
x | : a 1) 1-1] Fe 
n “ o) Ws 9 
ee 
$ a 9; 
1 ee) : 
nn Go 
Fra +-1l 1) 0 
4 A @) 
tele mr u. 
ı = Wo 
1 nike 
Ca OR | iR .) I. 3 
ee | j 
9, ©, y 
03 — 1 —1, 1 lt Fe 
AR [O5 a) 2 
user, x wa Bu 
ı a og 
= i 1-1 
Eine @) 03 
Also: 
4 1 | 


9, 0, Wa Wz 


lan 
i [DID) 
er : 2 


DIWORRKOEROF 
1 1 
AS UBER 27 2 ui.) 
[DROP [DR 
} 


VW Weg Ws 


6 = 


ut 


Die gesuchte Relation lautet dann: 
(k, ©) (L— © ©, 0 0) — (k, k) u 5; 1— oa) + 
> (k, ks) 3 (1 SEETS ©) —- (k, ws) (1 EB @5) 


Mit Hülfe dieser Relation lässt sich auch die Substitution 
S. sehr leicht bestimmen. 

Aus dem für 4 gefundenen Werthe folgt noch, dass zwischen 
den 3 Functionen (k, k,), (k, ka), (k, k) nur dann eine homogene 
lineare Relation mit constanten Üoefficienten bestehen könnte, 
wenn 9 —=1, oder 9, % 1 wäre. Dies ist nur möglich, 
wenn die Punkte. % und & nicht zu den Verzweigungspunkten 
unseres Integrals gehören, was gegen die Annahme ist. 

Ich gehe jetzt zur Aufstellung der Differentialgleichung für 
den Fall m =3 über. 

Es ist: 

P=(k — kı) (k— ka) (k — k;) 


LT=kH)b— he) -DAk- kb) na ae 
+ WE ED 


er 
dl = (k— kı) (k— hs) + (k — k,) (k—kz) + (k — Ks) (k —ka) 
u x 
EYE — 2(k—- kk—k—k,) 
OB 
Te 


OL 
a,  k-)&+s- rk) ta 4 


+ (k — k,) (4 +8 — 2) 
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OL h 
dm — 2(a +8 +8) — 6 
‚Ich erhalte somit die folgende Differentialgleichung: 


0®K 
(k — kı) (k — ka) (k — Ks) PEWEN wir 


I NEN (KK) 


+ (+ 8 SR 1) (k — ko) (k — | en 


By 


+(o+1). @+ Sn (k—k)+ lo ta+8—1)(k—k)—+ 


oK 
Tele ee all | 5 
+ sat) tatat+&s—]) a0 


Die determinirenden Fundamentalgleichungen in Bezug auf 
die 3 singulären Punkte A,, Ag, Az sind: 
rr - V)(r -2)+rlr- Dl+o-+t8)—=0 
1,2, 3) 


Die Wurzeln dieser Gleichung sind: 
U 5 PIE er re (n=192,8) 


Die Differentialgleichung hat stets mindestens ein Integral, 
welches sich in der Umgebung eines jeden Verzweigungspunktes 
durch eine convergente Potenzreihe darstellen lässt. Ein solches 
Integral in der Umgebung von k=K, sei: 


he=) 


N >2 (k—kı).C, 


h=p 


Diese Reihe setze ich für X in unsere Differentialgleichung 
ein, welche ich zur Abkürzung schreiben will: 


Du. K 0 K OK 
93 do %° Enge d, k? rg %% Sur do 


50 


Ferner sei noch gesetzt: 
g=au(k—k)+n(k — kt a(k — k,) 
9 —=b-+ bi (k — k) + de (k — kı) 
1=oT+alk— k) 
%p—d 


Dann ist: 


Ne) 
Y 9.1009. k—h) +alk—h) + 


hp 
—+ a; (k — lt an 2 1) [2, (BER Be m e: 
+56 )]+hlak—k)" +ak—k)] + 
Ei: du (k— hı)" | —=o 


Hieraus ergiebt sich sofort die folgende Recursionsformel 


für die ©: 
Brady reale 
+ ANY) AR— N), + h+YdIs ++ DalG,,, + 
+ AR AR-YDR—2) gg +h(h—1)b,+ha+d)C,—=0 


In dieser Formel kann ich 2 der Grössen C' willkürlich an- 
nehmen; die übrigen sind dann vollkommen bestimmt. Ich wähle: 


a. GV 
und bezeichne das zugehörige Integral durch: »,, 
Setze ich: A=—1, so erhalte ich: 
(en (—6a—+2b, — cı + dı) — 0) 
Also ist: 
_,=0 
oder: 
—b, +2, — a +d=0 
Ist: | 
0,=d0 
so folgt: 


> 
| 
ee) 


dl 


oder: 
4, +6, —- 2: +th=0 usw 
Ist: 
,=-(_,=0 


so sind alle übrigen Üoefficienten mit negativem Index eben- 
falls = 0. 
Ist: 


O4, 10: 55,0 


so kommen unendlich viele negative Potenzen von k — k, in der 
Entwicklung von v,, vor, was nach der allgemeinen Theorie aus- 
geschlossen ist, da unsere: Differentialgleichung derjenigen Klasse 
des Herrn Fuchs angehört, welche keine wesentlichen Singulari- 
täten besitzt. Ich muss daher annehmen: 


(,=(_,=0 
das ist: 
Ga la LH en 09) 
Damit die für v,, angenommene Reihe convergent sei, muss 
sein: | 
I | 
lim mod 1 ——(k—k <a 
| C, ( Gans 


Dividire ich unsere Recursionsformel durch (k+ 2) (k+1)h 
und gehe zur Grenze A= © über, so erhalte ich: | 


. . Y [ BEN. 
„lim (G,,,+alm(G , ,t+#lm(6, =0 
Bezeichne ich: 
Y 
lı Dt & 
er 
so Ist: 
Y 
& h+2 
lım C u 
h 
und: 
u + va + a. = 0 
1 2 ei TE 
Nun war: 


a, +4 (k TEE k,) +4; (k Cu kı) — (k — ka) (k ze ka) 


4* 
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Also ıst «& eine Wurzel der Gleichung: 
1 1 
= Far (Ks gun hy) - (kz Fr i) —=0 
Das ist: 
——m Ion Ba 2 oder eg Re I 


Also lautet die Convergenzbedingung: 


k—k, 
lim mod Ka et 
resp.: 
| a 
lım mod De iS 1 


Diese Bedingungen sind aber in der Umgebung von A, stets 
erfüllt. 

Folglich ist unsere Reihenentwicklung convergent, welche 
Werthe auch immer die willkürlich angenommenen ersten Coefhi- 
cienten C, und C, haben mögen. 

Ich wähle daher für ein zweites Integral v;;: 

G—=0, il 
vg, verschwindet für k=%,, was bei v,, nicht der Fall ist. Da- 
her kann eine Relation: 
r U.01 
nicht bestehen. Die beiden Integrale sind daher linear unab- 
hängig von einander. 


Ist 1— © — sı keine ganze Zahl, so besitzt die Differential- 
gleichung ein drittes Integral von der Form: 


U re GR en 


wo w, eine convergente Potenzreihe bedeutet. 

Dass die 3 Integrale v,,, a1, %ı ein Fundamentalsystem 
der Differentialgleichung bilden, ist leicht ersichtlich. 

Ist 1— © — g eine ganze Zahl, so kann in der Entwick- 
lung von v;, ein Logarıthmus auftreten; isst 1-9 —& — 0 
oder 1, so hat v,, bestimmt die Form: 


v3: = log (k— k,).w 
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Ganz analog bilde ich die ın der Umgebung von k=k,, 
k=k, gültigen Entwicklungen: 


%ja, Va, aa: Vıg, Vag, Vaz 

Die bestimmten Integrale (k, k,), (k, ka), (k, As) lassen sich 
somit als Integrale unserer Differentialgleichung in der Umgebung 
von k=k, (v=1, 2, 3) homogen und linear ausdrücken durch 
die in der angegebenen Weise festgesetzte Fundamental-Integrale. 

Ich habe jetzt noch die bezüglichen Entwicklungen für den 
Punkt k=%& etwas näher zu betrachten. Zu diesem Zwecke 
habe ich zu setzen: 


erh 
t 
Dann wird: 

DA N.LOK 
RE dt 
BERG OK rohe OK 
ER o% ot 
DR OR N OR: EROLNG 
NR DE sy a ar re 


Setze ich noch: 
ie: \=10 (= 0,21,42,:3) 


so lautet die transformirte Differentialgleichung: 


hz (t) er = x —+ 6% er nn — 
— hs(t) #5 at Eule rs Sr — u.K=0 
oder: 
ante teen De 
eh ah ho. K=0 


Hieraus erhalte ich alsdann die determinirende Fundamental- 
gleichung für den singulären Punkt £=0: 
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Fr —- VDWr—2Y)+r ler - DE 39 — a — 8 — 8) — | 
— 1 (6. +21 42842854 (o+1) Bu +24 +29 +28 —3)] — 
— Hs oo +) oo ta +3 +5 —- )=0 
Das ist: 
F— Bo ta +54 85)+r | 1-39 — 1 — 9 — B— 
— 3 +3+& +D)Ba+2a+ 28 +28) — 
— Ho +) a ta +58 + 8 —1)=0 
oder: 
r— s)r — oa —- VUr+1l—- 9-3 —- 98 — 5)—0 
Ich habe also. die Wurzeln: 
a ee. 
Unsere Differentialgleichung besitzt daher mindestens ein 


Integral, welches sich in der Umgebung von k= © in folgender 
Form darstellen lässt: 


Für die Coefficienten C ergiebt sich nach Einsetzen dieses 
Ausdrucks in die Differentialgleichung eine Recursionsformel, 
aus welcher die C auf verschiedene Weise so zu bestimmen sind, 
dass ich noch ein zweites, von v.,, linear unabhängiges Integral 
erhalte, welches ebenfalls unserer Differentialgleichung genügt 
und von derselben Form ist: 


n & h=1C9 n 5, 
ll Zell 


Der Convergenzbeweis wird ganz analog demjenigen für die 
Reihenentwicklungen in der Umgebung der endlichen singulären 
Punkte geführt. 

Ein drittes Integral hat die Form: 


1 HTtratet 8 Be 1 h 
NEAR Suund Yan 


4 


respective: 


’ &o 1 = 1 h 
#4 : e A 
ir = (il 
je nachdem die rationale Zahl 4 —+&%—+ 8 gebrochen oder 
ganz ist. 
Hieraus ergeben sich dann wieder die entsprechenden Dar- 


stellungen unserer Functionen (k, k,), (k, ko), (k, ks): 
(k, k)=%,toit, 


D 


e=1, 2, 3) 


Vo 2 sr Ep Vo 3 


Die bestimmten Integrale: 
(k, k,) = Ih rF 3) 


bilden ein Fundamentalsystem unserer Differentialgleichung, da 
bewiesen wurde, dass zwischen denselben eine homogene lineare 
Relation mit constanten Coefficienten unmöglich ist. 

x N 


Thesen. 
| I. 
Es darf als mindestens sehr unwahrscheinlich gelten, dass 
Fermat, wie er selbst behauptet, einen wirklich strengen Beweis 
des sogenannten grossen Fermat’schen Satzes besessen hat. 


ar 
Mit Recht behauptet Spinoza im Gegensatz zu den Materia- 
listen, dass die Substanz neben der Ausdehnung das gleichbe- 
rechtigte Attribut des Denkens besitze. 


II. 
Wir sind nicht berechtigt anzunehmen, dass das Gravitations- 
gesetz im strengen Sinne richtig ist. 


Vita. 
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